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(vi)A n∈F,n-1･2,.･･であり､かつ n≠m に対してAnnAm-田となるならばく)〇 ()〇
p(UAR)-Ep(An)･n=l n,=1 (2)





れる｡ また確率の計算を進める過程で空間 0 は必要に応じて拡張されたり､逆に制限さ
れたり､さらには全く異なる空間と取り換えられることもある｡
条件 (iト(vi)に述べてなくとも､それらから自動的に従うことがらがいくつかあること
に注意しておく｡例えば (i),(i)より8-flc∈F･また (ii),(i)および deMorganの
法則 :









となること､いいかえると関数 X(LJ)が cr一代数 F について可測であることを仮定す




































































































を確率変数 X,,Xjの共分散という｡ 今述べたことからXl,- ,Xnが独立ならばi≠J-

























であるとい う ｡ ここでは初等確率論における代表的な極限定理を3つ挙げておく｡




nli-J (.i,Sxj--I, e) - 0･
























O｡-I-恒等写像 .この2つから特にOtl1- 0_, .
T-Rのとき､この変換群 iOi;t∈T)を確率空間(f2,7,P)におけるflow と呼ぶ｡
T-Zのときは変換群 (Pt;t∈T)はただ一つの変換 0- 01により生成される‥Ot-Ol.












































上の2条件を満たす E,mEの組を一般に N で表して 一点配置(configuration)"と呼
ぶことにしよう｡mE(l弓はEの点 xの重複度を表す.点配置 N の全体を Q とする｡ま
たRの有限部分集合 Aに対して
N(A)- ∑ ,me(a･),1.∈enjl





と書く｡f-1A(Jlの定義関数 )のとき N(lA)-N(A)である｡mE(1.)≡ 1であ
るような点配置は単純 (simple)であるといわれる｡ 単純な点配置の全体を Qlで表す｡
N-(E,mE)が単純なときは


































う｡ Laplace汎関数 ¢N(･)は点過程 N の確率分布を一意に決めることが知られている｡
次に点過程の列 (N(i))E=1の点過程 N-の分布の意味での収束 (弱収束という)を考
える｡そのためにはまず (LJに依存しない)点配置の列 (N(k))?=1が別の点配置 Nに
収束するということを定義しなければならない｡ これは点配置 N(k)を構成する点が全体
としてⅣ を構成する点に近づくことであるが､正確には次のように述べられる:






過程の列 (N(i.))E=1が点過程 N に弱収束するということは､点配置の空間Q上の任意
の有界連続汎関数 Fに対して
ElF(N(た))ト｣ ELF(1V)] (kぅ∞) (40)
となることと定義される｡ただしQ上の (実数値)汎関数 Fが連続とは
QにおいてN(A)→1V(k十∞)のとき F(N(k))→F(N)(k十∞) (41)
となることである｡また Fが連続汎関数で､Ⅳ が点過程ならば F(N)は確率変数とな
ることに注意する｡さらに､点過程の弱収束とは実は点過程の確率分布の収束のことであ
り､LJの関数の列としての (Nib))の1Vu-のいかなる意味での収束も意味するのではな
いことに注意しておく｡従ってN(k),N の定義域たる確率空間 0が kごとにすべて異
なっていても上記の定義は意味を持つ｡






























命題3.3今述べたようにPoisson点過程Ⅳ は単純であるから､Ⅳ J を構成する点を一列
に並べることができる｡その際､原点の右にあって原点に最も近い点を l･1(LJ)と名づけ
る｡そうすると他の点の名も自動的に決まって






この定理にすっきりした証明を与えるのは意外に難 しい｡(詳 しくは例えば Kingman










は独立な確率変数列となる｡n≠1ならば 'n は指数分布 Åe一入fdtに従うが､'1- 31-a･｡
,即ち原点をはさむ2点 x｡,1.1の間隔だけは違 う分布に従 う｡実際 -x｡,xlが独立で
それぞれ指数分布に従 うことから
p'Tl≦ り -P((二 :t'･ x lSf)-L ∞L ∞ 1(0,t恒 u)人 e一 入･'人 e一 入udSdu=1_e _ ,ue一入l
これを微分して
p(Tl∈dt)-,112te~入tdt. (48)
'lの分布密度関数 ,ne~人士はt-1/吊 こピークを持っているが､ Tn,･n≠1に対する密




Poisson点過程の条件 1.はしばしば completerando工lneSSと呼ばれる｡ 実はこの条
件は 吉 の分布の Poisson性を実質的に決めてしまうことが知られている｡即ち次の定理
が成り立つ :
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が成り立つことを示せばよい｡さらにそのためには A を小区間 A1,...,AM ,Ak-
l･L--1,a･k‖こ分割した上で関数f(I)を階段関数
:V


























































Poisson点過程で近似されることが示される｡ 詳細は 【13】および [15]にゆずってここで
は直感的なアイディアのみを述べる｡










P(V(ti)≦i)-!l-～_p(･5)d･5 ,0≦p(･5)≦C-定数 . (55)
さて､ここでは大きな有界領域 A⊂Z`‖こHを制限したもの
H^ -,t^ H,t^ (56)
を考え､そのスペクトルの点過程としての極限的性質を問題にする｡そこで H^ の固有
値を





さらに _tをhypercubeとすると､ランダムでない関数 n(E)が存在して確率 1で
施 古 畑 E,(A,リ ≦ E}-/_Enn(E/,dE, '58'
となることが知られている｡(例えば[5]を見よ｡)このn(E)を状態密度関数 (density
















あがっていない｡ここでは Anderson局在を保証するような次の条件 (C･f･[1日 7】)の下
でN ,^Eの極限が平均 n(E)の Poisson点過程になることを示す｡
条件 (L):36≠0なる複素数ぐ∈Cに対して､G^ (ど;I,y)を H^ の Green関数､即ち
(H^ -()-1の核とする｡ このとき定数o<50<1,C>0,m>0およびr>Oがあっ
て任意のhypercubeAに対して
EUG^ (い ,y)門 ≦Ce-m恒 yF (62)
但し i`lぐ>0かつ lぐ-EJ<r.また x,y∈Aのうち一方は Aの境界上にあるものと
する｡






定理∴1†Zdとするとき点過程 N ,^Eは平均 n(E)の Poisson点過程に弱収束する｡
この定理は次のようにして証明される｡まず A は辺の長さ Lの hypercube､また






























定義.確率空間 (0,I,P)上で定義された点過程 N-Nuが定常 (Stationary)とは､任
意の自然数 r､任意の有限区間 Il,.‥,I,および任意の非負整数 kl ,… ,k,に対して確
率の値
P(N(i+IJ)-kJ,i-1,- ,r)






































例えば 命題 5.2を証明するために関数 4,(a)-P(N(0,x]>0)を導入すると､これは
補題の条件を満たし､さらに
4･(a)≦rmaY
となる｡ これにより極限値 吊ま存在して ,t≦m となる｡
(68)
命題 5.3定常点過程 N が単純ならば ,t=･m .
証明は省略する｡
一般の定常な点過程 N が与えられたとき､その点の重複度を 1 とおくことにより新
しく単純点過程 N*が得られる,J明らかに N書は N と同じintensity,tを持つが､命題
5.3によりそれは Ⅳ*の Ineandensityに等しい｡
命題 5.4定常点過程 N が単純であるための必要十分条件は
P(N(0,h]≧2)-o(h) ,hJO. (69)
3.1節で予告したようにこの判定条件により定常な poisson点過程 (その平均を 人と
する)が単純であることがわかる｡実際N が Poissonならば hJOとするとき















定常な点過程 N が単純 (従って 入=,m)かつ確率 1で条件


























準位統計においては次のような "確率 "が問題になる (〔24D｡但 し考察の対象となる








































































SP(k,S)dS S(-dQk(S)) sdRk.1(S)-k;i (99)
簡単な具体例を2つ考察する｡
(a)平均 人の定常 Poisson点過程 N ･
これについては N(0.1･]とNトh,0]の独立性から
Qk(l･)=lhinOIP(N(0,可≦kiNトh,0]>0)=P(1V(0,x]≦k); (100)









凡 (.)- ∑ 6n-A(･) (104)
T1=-･つ0
なる点過程を考えると､Nは定常であってⅣの各点はすべて等間隔 (-1)に並んでいる｡
さて 0≦r < j+1かつ h>0が十分小ならば､NL.(-h,0】>0なる限り常に
N.(0,可≦Jである｡ また x≧j+1ならば NJ(-h,0]>0なる限り常に NL.(0,x]>j
となる｡一方 P(NJ(-h,可>0)-h,(h<1) (特に A-1)だから









Rの点 x を左に iだけずらす変換を Ttとする｡即ち TtX-I-i.また R上の点配
置N-(E,mE)∈Qに対して､点配置 TtN∈Qを
(TtN)(f)-N(fort)-∑ mE(I)I(I-i)- ∑ m E-i(y)f(y) (107)
エ∈E y∈e-i
により定義する｡Tlにより点配置 N は全体として左にtだけずれることになる｡
さて点過程 N-NL.が定義されている確率空間 (0,I,P)に flow(Ot)tER が備わって
いるとする｡任意の t∈R に対して
N o,LJ- TtNLJ (108)
が成り立つとき点過程は(Ol)-定常であるということにする｡(0,7,P)の変換Otが確率
測度 Pを保存することから(Ot)一定常な点過程 N は前節の意味で定常であることがわか





今後 nowtot)はエルゴ- ド的であると仮定する｡ また前節同様






により定義する (ただし(a)は aの小数部分)と､(Ot)t∈Rはエルゴ- ド的なflowにな






lm 1N-(0,1t]-r七㌔ か 轟 0]-- ･∫一一)〇Jl














つぎに任意の1･>0に対して､自然数 nを n≦ al≦n+1のようにとると､
aNJ(0,･n]
≦
N LJ(0,a･]/ n+1N LJ(0,n+1]
x n l･ X n+1
1･十 ∞ とするとn ぅ 刃 かつn/a･十 1となるから
linl - 〟(〟)- 1imNu(0,可 1,,､ .㌔_NL.(0,n]r一十′=C ユ: n→00 n
となる｡ 一方任意の t∈R に対し､
M(OtLJ)- lim = lili
NotLJ(0,r] . NLJ(i,i+1]= lill1VL.(0,可
- M(LJ).
I→ つC こC I→ つ〇 i- A:→ つ¢ 1'
従ってM(LJ)はflow(帰 に関する不変関数となり､(Ot)のエルゴー ド性からM(LJ)-
C-定数 である｡ところが ElM]-m より実は C-m . (証明終わりC)
命題6.2I1,...,In∈Rは互いに素な有界区間､k 1,...,knは非負整数とし､実数の集合
FiiJ-(t∈(0,TH NJ(i+I,)-k, 7i-1,-.,a)





















証明｡Ll=n-1昔 ...の場合を考えると､平均エルゴ-ド定理によって J･= n十 ∞ と
するとき
よ V (Nco,可)-E k三ng恥 (0,1]叫 2ト→0･J-0
この主張が一般の x十 ∞ に対しても成り立つことは 命題 6.1と同様の議論により示す
ことができる｡
V(N(0,可)は準位統計では ∑2(i.) と書かれ､numbervarianceと呼ばれている｡この































ElkF(k;r,--( 差 k{P(k小 P(kll;I,}dx-l E.p(恒 )dx (1･23)
これを上の式に代入すれば
∑2(I)-mx-(mx)2+2mfr(I-r)A;.p(k;r,dr














命題7.1N-NJが (Ot)一定常な R上の点過程ならば(0,I)上の測度 j3(dLJ)で次の
条件を満たすものが存在する｡この卓を点過程 N に対するPalm測度と呼ぶ :
0×R上の任意の可測関数 f(LJ,S)≧0に対して

























- /np(dw)/R N - (ds)1{NoJ {0°-k}u(S)
- /op(du)/R N -(ds)l{Nw,{S"-k}u(i)I











となるからP(0)-0である｡ 即ち ft上の2つの測度 P とPは互いに特異である｡

























改めて点過程 NLJは単純かつ (Ot)一定常で､flow(Ot)はエルゴ- ド的とする｡このとき














とすると命題 7.3によりNJのPalm測度 Pは 白の上に集中している｡T.(tJ)を用い
るとPaユm測度の基本定理 (命題 7.1)は次のようにも述べられる :



































































(ii)はこれらの等式から得られる｡ 特に Tlおよび -Toの分布は常に密度関数を持って
いる｡
命題7･7(エルゴ- ド的点過程の構造) 点過程Nu-∑Tc"6Tn(LJ)は単純かつ (Otト 定
常､かつ flow(Ot)はエルゴ- ド的とするQ
0-(LJ∈f?JN〕((0))>0)-(LJ∈i‖To(LJ)-0) (145)













がわかる｡(負.え P)は確率空間とし､その上に定常な確率変数列 ('n)?=_% が与えられ





















さて､3節で注意したように､点過程 1VL.が定常であっても､点の間隔の列 ('n -
T,i-Tn_1)n∈Z は定常な確率変数列とは限らない｡Poisson点過程の場合 Tl の分布は




実際､命題 7.6-(i)より'l とTn (n≠1)が同分布ならば
F(d･U)-uF(d･L,) (151)
となるがこの等式を満たす 釦 ま点1に集中した6-分布に限られる｡即ち 'n-1(∀n≠1)








が成り立つ｡即ちp(U)-e~ V であるC ところが､ Tn(n≠1)が指数分布に従う再生過程
はPoisson点過程に限られる｡





となる｡ iVJが再生過程でなければTl とTn(n/≠1)の間には一般に Pの下で相関があ
るから､上式右辺の値は n が異なればすべて異なるであろう｡
上に述べたことから次の間題が生じる :エルゴ- ド的な点過程の実現
- <Tll(LJ)<To(LJ)≦0<Tl(LJ)<T2(LJ)< ･･･ (154)
が一つ観測されたとして､このデータから間隔分布を推定 (あるいは測定)するにはどう
すればよいだろうか｡ 自然に思いつき､また準位統計において実行されてもいることは､
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仮定 1.ある｢>0が存在 して
_vh(E)≡月nIEn(A)≦Eh Th-dEd/2(∨官/hl X). (162)
例 (ビリヤー ド) 有界領域 0 ⊂RdにおけるDirichletLaplacianを △ とし､H(A)-












Jtrh(/1) ≡ 酔 情 (h)≦,日 -机可En(h)≦(A/A/)2/a) (16'6)
～Tb(,/7)- A-a,i (M /A- -)･ (167)
従って h>0を固定し､,11 ∞ とした極限を考えると (入n(h))T=1 は "密度 "A-a
で漸近的に一様分布 していることがわかる｡そこで区間 I-(bl,b2)⊂(0,∞),C>0,
k-0,1,...に対 して
Af(A;C)≡(t∈I=t,i+chd]はちょうど k個の 人n(A)を含む ) (168)
なる集合を考える｡
















































































･tn･1-,tn - 孟(En･1-En)一志(ノ瓦ニ vーE ).o(1)
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点過程 N が定義された確率空間を (0,7,P)､N の Palm 測度を P とすると､m-1
よりP(o)-1となる｡ さてI-la,bトC>0,k-0.1,2..･･に対して
Af(A;C)-(i∈IE(i,i+chd]はちょうどk個の 入n(A)を含む ) (174)
またエ>0として
fkI-(5∈[aL,bLH(･5,3+C]はちょうどk個の xnを含む ) (175)
とおくと､
吠(A;C)I-hdLfkl(A-a;C)ト
従ってL=h~d とおきかえると命題 6.2より確率 1で
(176)
･hiB古IAL-(A;C)--Llilt 毒 Ifkl(L;C)L-P(N-(0,C]-kl)･ (177,
従ってこの場合 7TkI(C)は実際に "長さ Cの区間が k個の準位を含む確率 "を表している｡
次に
nf.(C) - Mnl,tn(A)∈I,,tn+1(h巨 人n(A)>chd) (178)
- 仰 向 ∈[h~da,h~db],l･n+1- ごn>C) (179)
を考えると､(156)の証明と同様にして､確率 1で
IhitT 米 誌 p(xl,C,- P(all,C･,･ (180)





右辺はさらに IcnP(N(0,3]-0)ds となる｡これは Palm -Khinchinの等 式 (5節)で
k-0としたものに相当する｡7T.I(C)が Cについて微分可能ということは P(Il>J)が S
について連続ということと同値である｡ P(l･1>S)の不連続点は高々可算個だから､命














仮定 2.任意の E>0に対して定数 L,(E)>0が存在して





























榊 Un<_U) - 榊 h(n)≧(〟(E)U-1)1/a)
- 榊 裾 (筈 )l'd)≦EI
～ レ(E)((U(E)/U)1/a)-a-U (U→∞)･
即ち (t㌦),Lは漸近的に密度 1で 一様分布している〇
定義 3.任意の k1-0,1,‥.と任意のC>0に対して極限
L1lJ(t≦UE(i,i+C]はらょうど用 の Unを含む)l≡pkF(C) (186)
が存在するとき (エネルギー Eにおいて)･iBerry-Taborの意味の準位統計が可能 "と



















































よって (Un)に対する統計 (Berry-Taborの意味の準位統計)は Sinaiの意味の準位統計
と一致する｡
8.3 弱い意味での準位統計




N(i)≡ 机可 Un∈(i,i+cH (199)
の階乗モーメン ト(factorialmorlentS)〃k(C)を用いて判別することを考えてみる｡
?>o,U>0 ,i.-0.1,… ,A'に対して









PL-(C)=liupjs:ppk(C‥U) , 生k(C)=1iFli!fpk(C‥U); (2O3)






















(i)すべてのC>0に対して pl(C)-Cであり､さらにp2(C)-0(C2)C ＼ oとなるな
らば､広義の準位反擬である｡











RL-(C)- lim Rk(C;U);Uぅゥ〇 (208)





























直方体ビリヤー ドa, ,j-1,･･･-dm H(I)-孟∑,d=1(I,/a,)12;∂-(0,･･･,o);
ER(A,-A.2g麦(?)'Z
























































8.4.2 regularspectrum に対する sinaiの意味の準位統計
Sinaiの意味の準位統計を考えるときは
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